
β講座　　　微積分（２）

今回（２）は､《基本問題演習（積分中心）》です｡

【１】（α１０）　I = ⌠
⌡1

3
 (x-1)(x-3)7 dx の値を求めよ｡

被積分関数をむやみに展開するのは上手くない｡

というカタマリを意識して計算しましょう｡(x-3) 

解　(x-1)(x-3)7 = { (x-3)+2} (x-3)7 = (x-3)8 +2⋅(x-3)7

であるので､

I =   (x-3)  +2 (x-3)  dx ⌠
⌡1

3 8 ⋅ 7

= 9
1

(x-3)  +2 8
1

(x-3)  = - 9
64

     (ans)⋅ 9 ⋅ ⋅ 8

1

3

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

■積分公式

-  (x- ) (x- ) dx = 6
1

( - )   ⌠
⌡α

β
α ⋅ β ⋅ β α 3

……❶

[理由]… というカタマリを意識してやりましょう｡ (x-α) 

 (x- ) (x- ) dx =  (x- ) { (x- ) -( - )} dx⌠
⌡α

β
α ⋅ β ⌠

⌡α

β
α ⋅ α β α

=   (x- )  -( - ) (x- ) dx⌠
⌡α

β
α 2 β α ⋅ α

= 3
1

(x- )  -( - ) 2
1

(x- )  = - 6
1

( - )     (fin)⋅ α 3 β α ⋅ ⋅ α 2

α

β

⋅ β α 3

【２】（α１０）　点(-1 , 2) を通る直線が､放物線 y=x2 と異

なる２点で交わるとき､これらに囲まれる部分の面積を と S 

する｡ の最小値を求めよ｡ S 

解　 ……①y = f(x) = x2 

点 を通り､傾きが （とおく）の直線の方程式は(-1 , 2)  m 
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-2 -1 0 1 2

1

1

2

3

4

y = g(x) = m (x+1) +2 ⋅ …②

①②を連立すると

x  = m (x+1) +22 ⋅

 x  -m (x+1) -2 = 0⇔ 2 ⋅

 x  -mx -m-2 = 0  ⇔ 2
……③

〔③の２解を （ ）とおくと〕 α , β α <β

 (x- )(x- ) = 0⇔ α β

すると､図より

S =  { g(x) -f(x)} dx =  m (x+1)+2 - x dx⌠
⌡α

β ⌠
⌡α

β
⋅ 2

= -  (x- ) (x- ) dx = 6
1

( - )⌠
⌡α

β
α ⋅ β ⋅ β α 3

ここで③より

 = 2
m - m +4m+8

  ,   = 2
m + m +4m+8

α
2

β
2

なので ……④   β-α = m2+4m+8  

したがって

S = 6
1

m +4m+8  = 6
1

(m+2)  +42
3

2
3

 S  m = -2  6
2

 = 3
4

     (ans)∴ は のとき､最小値

3

をとる｡

[参考：④について]

x  -mx -m-2 = 0  x =  ,  2
…③ の２解が α β なので､

解と係数の関係より  α+β = m   ,   αβ = -(m+2)

( - )  = ( + )  -4  = m +4 (m+2) = m +4m+8∴ β α 2 α β 2 αβ 2 ⋅ 2

-  = m +4m+8   ∴β α 2
とすることもできる｡

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【３】（α１０）　xy平面において､放物線 y=x2-4x と x軸 

 S  y=kx  S で囲まれる部分の面積 を求めよ｡また､直線 が

を２等分するときの の値を求めよ｡ k 

解　下図より S = ⌠
⌡0

4
 - x2-4x dx = -⌠

⌡0

4
 x⋅(x-4) dx
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-1 0 1 2 3 4

5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

= 6
1

4  = 3
32

   (ans)⋅ 3

以下､ …① y = f(x) = x2-4x 

y = g(x) = kx …② とおく｡

①②を連立すると

x -4x = kx    (x -4x) -kx = 02 ⇔ 2

 x { x -(k+4)} = 0    x = 0 , k+4⇔ ⋅ ⇔

すると､①②で囲まれる部分の面積 は T 

T =  { g(x) -f(x)} dx =  kx - x -4x dx⌠
⌡0

k+4 ⌠
⌡0

k+4 2

= -  x { x - (k+4)} dx = 6
1

(k+4)⌠
⌡0

k+4
⋅ ⋅ 3

問題文より  T = 2
S

     ∴ 6
1
⋅(k+4)3 = 2

1
⋅ 3
32

k+4 = 32 = 2 4 = 2 4        k = 2 4 -4    (ans)∴ 3 3 3⋅ ⋅3 ∴ ⋅3

[参考] 積分区間の端点の１つが０のときは､公式❶を使わ

　なくてもカンタンに計算できることが多いです｡

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【４】（α１０）　曲線 y=|x2-2x|と､直線 y=2x で囲まれる

部分の面積を求めよ｡

絶対値の付いた関数の積分は､区間を分割して積分す

るのが基本ですが､本問では､公式❶を利用するのが

上手いです｡

解　放物線 …①、 y = f(x) = x2-2x 

-1 0 1 2 3 4

2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8 直線 …② y = g(x) = 2x 

の共有点の 座標は x 

x -2x = 2x    x (x-4) = 02 ⇔ ⋅

 x = 0 , 4⇔

放物線 直線 の共有点の 座標は y =-(x2-2x) ,  y=2x  x 

-(x -2x) = 2x    x  = 0    x = 0 2 ⇔ 2 ⇔ （重解）
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よって､図を見て､求める面積 は S 

S = 

 x 

〔①②で囲まれる部分の面積〕

　　　　　　　　ー ２〔①と 軸で囲まれる部分の面積〕

さて､〔①②で囲まれる部分の面積〕

    = ⌠
⌡0

4
 { g(x) -f(x)} dx = ⌠

⌡0

4
 2x -(x2-2x) dx

= -  x (x-4) dx = 6
1

4⌠
⌡0

4
⋅ ⋅ 3

〔①と 軸で囲まれる部分の面積〕

であるので､

 x 

   = -⌠
⌡0

2
 x⋅(x-2) dx = 6

1
⋅23                      

S = 6
1

4  - 2 6
1

2  = 6
64-16

 = 8     (ans)⋅ 3 ⋅ ⋅ 3

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【５】（α１０）　xy平面上の２曲線 y=x2-ax+a2 , 

y=-x2+ax+2a2 によって囲まれる図形の面積を求めよ｡

ただし､ とする｡ a>0 

公式❶は､｢放物線と直線で囲まれた部分の面積｣を求

めるときだけに使うわけではありません｡本問（や次問）

のように､｢放物線と放物線で囲まれた部分の面積｣を求

めるときにも有効です｡

解　y = f(x) = x2-ax+a2  ,  y = g(x) = -x2+ax+2a2 

とおく｡

y=f(x)  ,  y=g(x) を連立すると､

x -ax+a  = -x +ax+2a2 2 2 2

 2x -2ax-a  = 0 ⇔ 2 2
……①

〔この方程式の２解を とおくと〕 α , β (α<β) 

 2 (x- ) (x- ) = 0⇔ ⋅ α ⋅ β

したがって､求める面積 は S 

S =  { g(x)-f(x)} dx = -2  (x- ) (x- ) dx⌠
⌡α

β ⌠
⌡α

β
α ⋅ β

= 2 6
1

( - )⋅ ⋅ β α 3
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さて､①の２解は

 = 2
1 - 3

a  ,   = 2
1 + 3

a  α β であるので､

-  = 3 aβ α

S = 3
1

( 3 a)  = 3 a      (ans)∴ ⋅ 3 3

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【６】（α１０）　曲線 y=-3x2+3 と x軸で囲まれる図形の面

積が､曲線 で２等分されるとき､ の値 y=x2-2ax-2a2+3  a 

を求めよ｡ただし､ とする｡ 0<a<1 

解　 と 軸で囲まれる部分のy = -3x2+3 = -3⋅(x+1)⋅(x-1)  x

-1 0 1

1

1

2

3

4 面積 は S 

S = -3  (x+1) (x-1) dx⌠
⌡-1

1
⋅

= 3 6
1

2  = 4⋅ ⋅ 3

以下､

y = f(x) = -3x +3   ,   y = g(x) = x -2ax-2a +3  2 2 2
とおく｡

y=f(x)  ,  y=g(x) を連立すると

-3x +3 = x -2ax-2a +3    4x -2ax-2a  = 02 2 2 ⇔ 2 2

 2 (2x+a) (x-a) = 0    4 x + 2
a

(x -a) = 0⇔ ⋅ ⋅ ⇔

 x = - 2
a

 , a⇔

よって､２曲線 で囲まれる部分の y=f(x) , y=g(x) 

面積 は T    

T =  { f(x)-g(x)} dx = -4  x+ 2
a

(x-a) dx
⌠
⎮
⌡- 2

a

a ⌠
⎮
⌡- 2

a

a

= 4 6
1

a - - 2
a

 = 3
2

2
3

a  = 4
9

a⋅ ⋅
3

⋅
3

3

問題文より  T = 2
S

4
9

a  = 2
1

4         a  = 9
8

         a = 
9

2
     (ans)∴ 3 ⋅ ∴ 3 ∴ 3

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆
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【７】（α１０）　２曲線 y=x2+2x+1 , y=-3x2+ax+b が

点 で接するとき､ の値を求めよ｡また､これら２曲線(1 , 4)  a 

と 軸とで囲まれた図形の面積を求めよ｡ y 

解　 がy = f(x) = x2+2x+1  ,  y = g(x) = -3x2+ax+b  

x=1 で接する条件は

f(x) = g(x)    x +2x+1 = -3x +ax+b⇔ 2 2

 4x  +(2-a) x +(1-b) = 0    x=1 ⇔ 2 ⋅ が を重解にもつこと｡

すなわち

4x  +(2-a) x +(1-b) = 4 (x-1)       x2 ⋅ ⋅ 2
（ の恒等式）

であること｡

両辺の係数を比較して

2-a = -8  ,  1-b = 4         a = 10  ,  b = -3     (ans)∴

-1 0 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

4

5 したがって  y = f(x) = x2+2x+1  ,  

y = g(x) = -3x2+10x-3

のグラフ（左図）より

求める面積は

 { f(x) -g(x)} dx =  4 (x-1)  dx⌠
⌡0

1 ⌠
⌡0

1
⋅ 2

= 4 3
1

(x-1)  = 3
4

     (ans)⋅ 3

0

1

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【８】（α１０）　放物線 y=ax2+bx+c は､頂点の座標が

(2 , -4)  y=-ax   a , b , c で､放物線
2
と接するとき､ の値を

求めよ｡また､この２つの放物線と 軸で囲まれた部分の y 

面積を求めよ｡

解　 の頂点の座標がy = f(x) = ax2+bx+c  (2 , -4)

なので､ ……① と表せる｡ y = f(x) = a⋅(x-2)2-4 

これと を連立すると y = g(x) = -a⋅x2 

a (x-2) -4 = -a x     a x  -2a x +2 (a-1) = 0 ⋅ 2 ⋅ 2 ⇔ ⋅ 2 ⋅ ⋅ ……②

問題文より､②は重解をもつので
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（判別式 ）/4  = a2-a⋅2(a-1) = 0     ∴a⋅(-a+2) = 0

a = 2   0       (ans)∴ （≠ ）

したがって

 y = f(x) = 2x -8x+4     b = -8 , c = 4

 y = g(x) = -2x                                              (ans)

2
（∵①） （∴ ）

2

であり､ f(x) - g(x) = (2x2-8x+4) - (-2x2)

-1 0 1 2 3 4

5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

= 4x -8x+4 = 4 (x-1)2 ⋅ 2

（②の重解は ） x = 1 

よって左図より､求める面積は

 4 (x-1)  dx = 4 3
1

(x-1)  = 3
4

     (ans)⌠
⌡0

1
⋅ 2 ⋅ 3

0

1

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【９】（α１０）　曲線C : y=f(x)=x3-x2 と点A(a , a3-a2) で

接する直線 がある｡ の（点 以外の）共有点 y=l(x)  C , l A B

の 座標を で表せ｡また､ で囲まれる部分の面積 x  a  C , l S

を で表せ｡ ただし､   a  a ≠ 3
1

解　点 の 座標を とする｡  B  x  b 

曲線 直線 を連立した式

の３解が

 y = f(x) = x3-x2 ,  y = l(x)  

x3-x2 = l(x)   ⇔  x3 -x2 -l(x) = 0   

x = a  , b  （重解） ……[※]　であるので

x  -x  -l(x) = (x-a) (x-b) x3 2 2
…①  （ の恒等式）

= (x -2ax+a ) (x-b)2 2 ⋅
と表せる｡

両辺の の係数を比較 x2 

すると

-1 = -(2a+b)

2a+b = 1∴

b = 1-2a     (ans)∴ …②

さて､題意の面積 は S 
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S =  { f(x)-l(x)} dx  =  (x-a) (x-b) dx⌠
⌡b

a ⌠
⌡b

a 2

(x-a) (x-b) = (x-a) { (x-a) -(b-a)}2 2

= (x-a)  -(b-a) (x-a)3 ⋅ 2

= 4
1

(x-a)  -(b-a) 3
1

(x-a)⋅ 4 ⋅ ⋅ 3

b

a

= 12
1

(b-a)  = 12
1

(1-3a)        (ans)⋅ 4 ⋅ 4
（∵②）

[参考] [※]について｡  解と係数の関係を用いると

a+a+b = 1       b = 1-2a ∴ …② が出てきますね｡

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【１０】（α１０）　y=x3 のグラフを C とする｡点(0 , 2) を通

る直線 が と接しているとき､接点の座標および l  C 

C , l で囲まれる部分の面積を求めよ｡

解　 上の点 における接線はy = f(x) = x3 P(p , p3) 

-1 0 1 2

-3
-2
-1

1
2
3
4
5
6
7
8 y -f(p) = f ' (p) (x-p)⋅

y = 3p (x-p) +p∴ 2⋅ 3

y = 3p x -2p  ∴ 2⋅ 3
……①

①が点 を通る条件は(0 , 2) 

2 = 3p 0 -2p       p  = -1      p = -12⋅ 3 ∴ 3 ∴

したがって､題意の接点 の座標はP    (-1 , -1)    (ans)

であり､直線 の方程式は （①に を代入して） l  p = -1 

l : y = 3x+2

さて， と を連立すると C : y = f(x) = x3    l : y = 3x+2   

x  = 3x+2      x  -(3x+2) = 03 ⇔ 3

（注：これが を重解にもつことはわかっている ） x=-1  !!

 (x+1) (x-2) = 0⇔ 2

よって､ の（点 以外の）

　　　　　共有点[交点] の 座標は である｡

 C , l P

Q  x  2 
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したがって､求める面積は  （図を見て）

  (3x+2) -x  dx = -  (x+1) (x-2) dx⌠
⌡-1

2 3 ⌠
⌡-1

2 2

(x+1) (x-2) = (x+1) (x+1-3) = (x+1)  -3 (x+1)2 2 3 ⋅ 2

= - 4
1

(x+1)  -(x+1)  = 4
27

     (ans)⋅ 4 3

-1

2

[別解] 上の解答では（はじめの方で）『接線公式』を用いま

　したが､次のように『重解条件』で解くこともできます｡

l : y = ax+2 とおく｡ また､

C , l  x  p ,  x  q の接点の 座標を 交点の 座標を とおく｡

すると､ の解が （重解） x3 -(ax+2) = 0   x = p  , q

であるので

x  -(ax+2) = (x-p) (x-q)      x3 2
（ の恒等式）

= (x -2px+p ) (x-q)2 2 ⋅

両辺の係数を比較して

 0 = -q-2p

 -a = 2pq+p

 -2 = -p q

       

 p = -1

 q = 2

 a = 3

      2

2

∴ 〈以下略〉

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

【１１】（α１５）　A(k) = ⌠
⌡0

1
|x2-2x+1-k2|dx  （k≧0）

を求めよ｡

絶対値の付いた関数の積分の基本は､区間を分割して

絶対値をはずすこと｡

解　x2-2x+1 -k2 = (x-1)2-k2 = (x-1+k)⋅(x-1-k)

（ とおく）= f(x) 
であるので

A(k) =  |(x-1+k) (x-1-k)|dx =  |f(x)|dx⌠
⌡0

1
⋅ ⌠

⌡0

1
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(ⅰ) のとき： 1-k ≦ 0     i.e.      1 ≦ k  

-1 0 1 2 3 4

5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5 y=f(x) のグラフは左図のよ

うになるので

A(k) =  { -f(x)} dx⌠
⌡0

1

= -   (x-1)  -k  dx⌠
⌡0

1 2 2

= - 3
1

(x-1)  -k x  = - 3
1

 +k       (ans)⋅ 3 2⋅
0

1
2

(ⅱ) のとき： 0 ≦ 1-k       i.e.       (0 ≦) k ≦ 1  

0.5 0 0.5 1 1.5 2

-0.25

0.25

0.5

0.75

1

y=f(x) のグラフは左図のよう

になるので

A(k) =  f(x) dx +  { -f(x)} dx⌠
⌡0

1-k ⌠
⌡1-k

1

=  f(x) dx +  f(x) dx ⌠
⌡0

1-k ⌠
⌡1

1-k

=   (x-1)  -k  dx +   (x-1)  -k  dx⌠
⌡0

1-k 2 2 ⌠
⌡1

1-k 2 2

= 3
1

(x-1)  -k x  + 3
1

(x-1)  -k x⋅ 3 2⋅
0

1-k

⋅ 3 2⋅
1

1-k

=  = 3
4

k  -k  + 3
1

     (ans)……… 3 2

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

■ 定数　のとき　 は定数 a , b :     ⌠
⌡a

b
 f(t) dt  

【１２】（α１０）　関係式 f(x) = - 2
1

 +⌠
⌡0

1
 (x+t)⋅f(t) dt

を満たす関数 を求めよ｡ f(x) 

解　f(x) = - 2
1

 +⌠
⌡0

1
 { x⋅f(t) +t⋅f(t)} dt

= - 2
1

 +x  f(t) dt +  t f(t) dt ⌠
⌡0

1 ⌠
⌡0

1
⋅ ……①
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ここで､ （定数） （定数） ⌠
⌡0

1
 f(t) dt = a   ,  ⌠

⌡0

1
 t⋅f(t) dt = b 

とおくと

①
……②

…③ …④

 ⇔ 
 f(x) = ax +b - 2

1
 

 a = ⌠
⌡0

1
 f(t) dt   ,  b = ⌠

⌡0

1
 t⋅f(t) dt 

すると､②③より

a =  at +b - 2
1

dt = a 2
t

 + b - 2
1

t⌠
⌡0

1
⋅

2

⋅
0

1

= 2
a

 +b - 2
1

               a-2b = -1  ∴ ……⑤

同様に､②④より

b =  t at +b - 2
1

dt =   at  + b - 2
1

t dt⌠
⌡0

1 ⌠
⌡0

1 2 ⋅

= a 3
t

 + b - 2
1

2
t

 = 3
a

 + 2
b

 - 4
1

⋅
3

⋅
2

0

1

4a-6b = 3  ∴ ……⑥

⑤⑥を解いて   a = 6  ,  b = 2
7

これらを②に代入して  f(x) = 6x+3    (ans)

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆

■同値変形　（の１例）

F(x) = G(x)      
 F ' (x) = G' (x)    

 F(a) = G(a)   a
⇔

（恒等式）

（ は任意の定数）
（恒等式）

■ 定数　のとき a : 

 f(t) dt   x ⌠
⌡a

x
は、《 の関数》 であり

dx
d

 f(t) dt = f(x)  ⌠
⌡a

x
……[※]

注）：[※]は､インテグラルの中身に がいないときの話 x 
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【１３】（α１０）　xの恒等式

 (at +6t+b) dt = 2x +cx +5x+d ⌠
⌡1

x 2 3 2
において､

a , b , c , d の値を求めよ｡

解　 （ の恒等式）⌠
⌡1

x
 (at2+6t+b) dt = 2x3+cx2+5x+d    x

 

 ax +6x+b = 6x +2c x+5 

 x 

 0 = 2+c+5+d  x=1 

⇔

2 2 ⋅ …①

　　　　　　　　　　　　（両辺を で微分した）

……②　（両辺に を代入した）

①の両辺の係数を比較して､ a =6  ,  c =3  ,  b =5

これと②より､ d = -10                                      (ans)

◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆◆
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